
第 1期

目前，空间谱估计理论正处于快速发展当中，也

涌现了较多的研究成果，旋转不变子空间（ESPRIT）

算法就是一种典型的算法。ESPRIT 算法由 Roy，

Paulraj和 Kailath在文献 [1-3]提出，其利用了接收数据

协方差矩阵信号子空间的旋转不变特性来估计信号

角度。相比 MUSIC算法而言，ESPRIT具有不需要进

行谱峰搜索，且运算量比较小的特点，从而吸引了较

多学者对其进行深入研究和分析[4-7]。本文重点介绍了

ESPRIT算法的基本原理，并通过计算仿真实验分析

了理论的估计性能和统计性能。

1 ESPRIT算法
1.1 阵元空间 ESPRIT算法

假设存在一个由 M 个阵元组成的等距均匀线

阵，如图 1所示。现在将这个等距线阵分为两个子阵

图 1 等距线阵分成两个子阵列示意图

列，其中子阵列 1由第 1个到 M-1个阵元组成，子阵

列 2由第 2个到第 M个阵元组成。下面假设整个阵

列的接收数据为 X，第一个子阵列的接收数据为 X1，

第二个子阵列接收的数据为 X2，根据阵列信号处理

的模型可知：

（1）

均匀线阵的 ESPRIT算法性能仿真分析

【摘要】空间谱估计一直是阵列信号处理理论的一个重要分支，旋转不变子空间技术（ESPRIT）是空间谱估计中的典型技

术。文章讨论了 ESPRIT算法的原理，并通过仿真分析了不同入射角度、阵元数、阵元间距对算法结果的影响，同时也指出了

ESPRIT算法在不同信噪比下的估计标准差，为进一步研究提供参考。
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式中 是 m 个阵

元在 n时刻的观测信号组成的观测数据向量，而 N

是数据长度；S 是信号矩阵；A 是 m×p 阵列方向矩

阵，W是噪声。

根据前面等距均匀线阵分成两个子阵列模型可

知道，第一个子阵列的接收数据 X1是由 X的前 m-1

行组成，第二个子阵列的接收数据 X2是由 X 的后

m-1行组成。

令

（2）

那么根据等距均匀线阵的阵列方向矩阵 A的结

构可知，子矩阵 A1和 A2之间存在关系式 A2=A1Φ，所

以有

（3）

（4）

由于Φ是酉矩阵，所以 X1和 X2具有相同的信

号子空间和噪声子空间。

接收数据的自协方差矩阵

（5）

有 ，所以上式可以写为

（6）

上式两边同时右乘 Us，并且有 ，化简

可以得到

（7）

令 ，所以上式可以简

写为

（8）

显然 T是一个未知矩阵，并且是非奇异矩阵，实

际上 T不需要计算，仅仅作为一个“虚拟参数”[8]。用 T

右乘式（2），那么有

（9）

采用同样的分块形式，将 Us分块成

（10）

注意式（9）和式（10）形式完全相同，且由前面的

分析可知 Us=AT，故有

（11）

将 A2=A1Φ代入上式中，可得

（12）

由 U1=A1T以及式（12），又有

（13）

定义

（14）

矩阵Ψ称为矩阵Φ的相似变换，它们具有相同

的特征值。结合式（13）和式（14）则可以得到一个重要

的关系式，即

（15）

上式反映了两个子阵的阵列接收数据的信号子

空间的旋转不变性。ESPRIT算法需要求解的是入射

信号的方向，实际上入射信号的方向信息隐含在矩阵

A和矩阵 Φ 中，由于矩阵 Φ 是一个对角矩阵，所以

从Φ入手求入射信号的方向会容易很多。假设矩阵

Φ的特征值为 ，那么利用公式 ，

便可以求出入射信号的方向 θi。矩阵 Ψ 为矩阵 Φ

的相似变换，它们具有相同的特征值，所以一旦得到

了 Ψ，求得了 Ψ 的特征值，就可以直接利用公式

得到入射信号的角度。

1.2 矩阵束的 ESPRIT算法

根据前面 ESPRIT算法的模型可知，子阵列 1和

子阵列 2的结构完全相同。子阵列 1的数学模型表达

式为 X1=A1S+W1，子阵列 2 的数学模型表达式为

X2=A2S+W2=A1ΦS+W2，那么它们的自协方差矩阵分

别为

（16）

（17）

子阵列 1与子阵列 2的互协方差矩阵为

（18）

（19）

上式中的矩阵 Z是一个特殊矩阵，为

（20）

即主对角线下面的对角线上的元素全部为 1，而

其余元素为 0。

对 R11 作特征值分解，可以得到其最小特征值

。构造一对新的矩阵

（21）

（22）

把{C11，C12}称为矩阵束或者矩阵对。

矩阵束{C11，C12}广义特征值定义为

（23）

上式中的 γ 和 u 为{C11，C12}的广义特征值和广

义特征向量。通常将矩阵束写为 C11-γC12。广义特征

值γ 会使 C11-γC12秩亏缺，即如果γ 为矩阵束的

广义特征值，那么矩阵束不是满秩。

矩阵束
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（24）

因为 A列满秩及 P非奇异，所以有下式成立：

（25）

当γ等于 时，由于 ，所以对角矩

阵（I-γΦH）的第 i行全部为零，因此其秩也就降低了

1。即 就是矩阵束 C11-γC12的广义特征值。

得 到 了 C11- γC12 的 广 义 特 征 值 ，那 么 利 用

就可以估计出入射信号的方向了。

1.3 Toeplitz近似法

Toeplitz近似法也称为 TAM算法，其具体原理可

以查看参考文献[9]。下面介绍基本原理。

整个阵列的接收数据为 X，其数据自协方差矩阵

为 Rxx，对 Rxx进行奇异值分解可以得到

（26）

式中的 Σs是信号子空间的奇异值组成的对角

阵，Σn是噪声子空间的奇异值组成的对角阵。

如果要得到无噪声情况下的数据协方差矩阵，可

利用上式奇异值分解当中的奇异矢量来近似替代，为

（27）

构造矩阵 B，并选择矩阵 B的前 m-1行为 B1，矩

阵 B的后 m-1行为 B2

（28）

根据子空间的旋转不变性，矩阵 B1和矩阵 B2满

足如下关系

（29）

式中 D为对角矩阵，隐含入射信号的方向信息。

采用同样的分块形式，将 Us分块成

（30）

所以有

（31）

注意式（28）和式（31）形式完全相同，且由前面的

分析可知 B1D=B2，故有

（32）

可以求上式的最小二乘解为

（33）

由此，我们利用 D的特征值就可得到信号的到

达角。

2 仿真结果及分析
2.1 不同入射角度的仿真实验

仿真实验采用最大重叠子阵数，8阵元均匀线性

阵，阵元间距为载波波长的 1/2，快拍数为 1024，信噪

比为 0dB，2个独立窄带远场不相干信号，在不同入

射角度下的仿真结果如表 1所示。
表 1 不同入射角度的仿真结果表

从表 1可以看出，当入射信号过于接近时，三种

算法都不能准确地估计出入射信号角度；入射信号的

间隔越大，ESPRIT算法估计的结果越准确。

2.2 不同阵元数的仿真实验

仿真实验采用最大重叠子阵数，阵元间距为载波

波长的 1/2，快拍数为 1024，信噪比为 0dB，2 个独立

窄带远场不相干信号，入射角度为 30°和 45°，在不

同阵元数的仿真结果如表 2所示。

表 2 不同阵元数的仿真结果表

从表 2可以看出，ESPRIT算法的性能与阵元数

有关。阵元数越少，估计结果的准确度就越低；阵元数

越多，估计的结果就越准确。当阵元数等于信源数时，

ESPRIT算法不能正确地描述信号的角度[10]。

2.3 不同阵元间距的仿真实验

仿真实验采用最大重叠子阵数，8阵元均匀线性

阵，快拍数为 1024，信噪比为 0dB，2个独立窄带远场

不相干信号，入射角度为 30°和 45°，在不同阵元间

距的仿真结果如表 3所示。
表 3 不同阵元间距的仿真结果表

从表 3可以看出，阵元间距对 ESPRIT算法的估

计性能也有影响。当阵元间距等于 0.5波长时，三种

算法估计的角度都比较准确。当阵元间距大于或者小

于 0.5波长时，ESPRIT算法估计的结果误差较大。

2.4 统计性能比较

仿真实验针对 8阵元均匀线性阵，1个信号源且

入射信号方向为 50°，阵元间距为载波波长的 1/2，

采用文中提到的两种算法和 MUSIC算法。图 2为仿

真的三种算法的估计方差与信噪比关系，图中独立实

验次数为 100次。

 （30°32°） （30°40°） （30°45°） 

阵元空间 ESPRIT 30.95°25.73° 30.23°40.10° 30.07°44.96° 

矩阵束的 ESPRIT 30.97°19.00° 29.83°40.38° 29.79°45.25° 

Toeplitz 30.65°34.80° 30.05°40.03° 29.81°44.66° 

 

 4 8 16 

阵元空间 ESPRIT 33.98°43.72° 29.80°45.10° 30.02°45.00° 

矩阵束的 ESPRIT 32.84°48.15° 29.93°45.47° 29.95°44.92° 

Toeplitz 28.21°45.17° 30.18°44.99° 30.00°45.04° 

 

 0.4波长 0.5波长 0.6波长 

阵元空间 ESPRIT 23.47°34.51° 29.81°44.90° 36.90°58.10° 

矩阵束的 ESPRIT 23.58°34.30° 30.11°45.51° 36.80°59.13° 

Toeplitz 23.68°34.51° 30.06°45.08° 37.00°58.09° 

 

均匀线阵的 ESPRIT算法性能仿真分析
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过程中剥线长度要严格控制在 11-12mm以内，放线

的过程要严格遵守规范，减少线缆相互缠绕问题。

图 6 错对故障示意图 图 7 串绕故障示意图

3 结束语
在 GCS系统的通道测试模型链路测试模型下对

开路故障、短路故障、反接故障、错对故障、串绕故障

等五种常见接线图故障现象进行分析，提出相应的解

决方案，为 GCS系统工程建设和验收提供可实行的

参考依据。在 GCS系统接线图测试完成后，应使用综

合管理软件导入被测试数据，生成 GCS系统工程测

试报告，并通过对测试报告的分析，可以判定 GCS系

统工程的施工质量。
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图 2 估计标准差与信噪比关系图

由于矩阵束的 ESPRIT 算法性能受噪声影响比

较大，所以本文没有把矩阵束的 ESPRIT算法放入图

中。从图可以看出，ESPRIT算法的估计标准差要大于

MUSIC 算法，ESPRIT 算法的性能差于 MUSIC 算法。

特别当信噪比较低时，差距越明显；信噪比越高时，差

距越小。

3 结束语
本文主要讨论了 ESPRIT算法，重点阐述了算法

的原理以及研究了不同入射角度、不同阵元数、不同

阵元间距对算法结果的影响。总的来说，当阵元数越

大、入射信号角度的间隔越大，入射信号源越少的时

候，ESPRIT算法估计的角度越准确。相比 MUSIC算

法，ESPRIT算法的统计性能较差，但是 ESPRIT算法

的运算量小，便于实时运算，原因在于 ESPRIT不需

要进行谱峰搜索。
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